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STRUCTURES ALGEBRIQUES

« Les étres mathématiques, en eux-mémes, importent peu :
ce qui compte ce sont leurs relations. »
Bourbaki, Algébre I, Introduction.

Un autre cours sur le site internet introduit la notion de groupe avec un peu plus
d’élégance qu’ici ot la priorité est mise sur lefficacité de l’apprentissage.

1 PHILOSOPHIE DU CHAPITRE

Un ensemble est un tout informe et inorganisé par nature. Chaque élément n’existe
que pour ses propriétés propres, indépendamment des autres.

L’objet de ce chapitre est de créer des liens entre les éléments d’un méme ensemble :
de les faire interagir entre eux. On pourra ainsi donner forme a 1’ensemble.

Ensuite, c’est le grand ménage : on classe les ensembles en fonction des opérations
dont on les a dotés : les groupes, les anneaux, les corps... Puis on analyse chacune de
ces structures pour en dégager toutes les régles et théorémes que I’on peut obtenir.

Cette démarche abstraite, permet d’obtenir des propriétés trés générales sur ces
ensembles et nous pourrons ensuite les appliquer & des cas particuliers.

Par exemple, on pourrait observer que ’ensemble des polynémes sur R, se comporte,
A certains égards, de facon trés similaire aux entiers relatifs Z.

e On commence donc par analyser ce qui rapproche ces deux ensembles dans leur
définition.
On en liste un corpus d’axiomes cohérent.

e On cherche et démontre les propriétés qui découlent de ces axiomes, en toute
généralité (sans se référer & un ensemble particulier).

e On applique ensuite ces résultats & R[X] et & Z, mais aussi & tous les autres
ensembles dotés des mémes axiomes.

Ainsi, plutot que de démontrer chaque théoréme deux fois : une fois pour R[X] et
une autre fois Z, on les démontre une seule fois, mais de fagon plus abstraite et globale.

Il faut garder en mémoire que les opérations définies ici et leurs propriétés prennent
appui sur des ensembles « naturels », mais on pourrait ensuite étre tenté de construire
de nouveaux ensembles en vérifiant d’autres qui nous semblent prometteuses.

Avec un peu d’audace, on résume donc l’algébre a une vaste opération de nettoyage :

e On met les objets mathématiques dans des boites en fonction de leurs propriétés.
e On donne des noms a ces boites : groupes, algébres, espaces vectoriels...

e On démontre chaque théoréme une seule fois pour toute la « boite » et on peut
ensuite 'utiliser sans efforts pour chaque élément particulier.

L’idée est donc de travailler un peu plus aujourd’hui pour... travailler moins plus tard.

L’algébre linéaire qui est étudiée de facon plus spécifique cette année consiste en
I’étude d’une de ces « boites », la plus simple : la linéarité. C’est ce que ’on appelle
traditionnellement la proportionnalité.
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2 OPERATION INTERNE

Définition 2.1 (Opération interne)

Soit E un ensemble, une opération interne x sur F est une application de E?
dans F, c’est-a-dire telle que

Y(z,y) € E?, xxy € E.

Explications

L’opération est interne pour qu’elle ne nous fasse pas « sortir » de ’ensemble E. On
travaille en milieu clos sans avoir & se demander & chaque fois « étre ou ne pas étre
dans ’ensemble 7 », that is not the question.

Remarque : On parle de magma pour un ensemble muni d’une loi interne.

— Définition 2.2 (Loi associative, loi commutative)

Une loi *« sur F est dite associative sur E si
Y(z,y,2) € B3 xx(y*z) = (xxy)* 2.

Une loi * sur F est dite commutative sur FE si

Y(z,y) € E?, zxy =yxuz.

Exemple
L’addition sur Z est associative et commutative.
La multiplication (sur R ou C) est associative et commutative.
La division sur R* n’est ni associative, ni commutative.
La soustraction sur Z n’est ni associative, ni commutative.
La multiplication matricielle est associative, mais pas commutative.
La composition de fonctions réelles est associative, mais non commutative.

- Définition 2.3 (Elément neutre)

Une loi x définie sur E admet un élément neutre, s’il existe e € F tel que
Vx € F, Txe=exT =1T.

e est appelé ’élément neutre.

~ Propriété 2.4 (Unicité de l’élément neutre)

Si I’élément neutre existe, alors il est unique.

Preuve
Si on suppose que e et e’ sont des éléments neutres pour %, alors e = exe’ =¢’. [ |

Exemple

L’élément neutre pour 'addition sur Z est 0.
L’élément neutre pour le produit sur Z est 1.

L’élément neutre n’a que peu d’intérét en lui-méme : il ne fait rien.
Par contre, il est utile pour définir le symétrique :

~ Définition 2.5 (Syméirique)

Soit z € E,
x posséde un symétrique pour la loi x s’il existe y € E tel que

THY=Y*xT =e€.

y est alors appelé le symétrique de x pour *.

A Le symétrique dépend de l'opération choisie. S’il y a plusieurs opérations définies
sur I'ensemble, il faut savoir de laquelle on parle.

Exemple

e Le symétrique d’'un nombre entier pour ’addition est son opposé.
—5 est le symétrique de 5 dans Z pour la loi +.

e Sur N muni de 'addition, seul 0 admet un symétrique.
L’absence de symétrique est un probléme de N : on n’a pas le droit de con-
tracter des dettes. Pour palier & ce probléme, on a donc inventé Z.

e Sur Q* muni de la multiplication, tous les éléments admettent un symétrique.

— Propriété 2.6

L’élément neutre admet toujours un symétrique qui est lui-méme.

~ Propriété 2.7 (Unicité du symétrique)

Pour une loi associative,
si un élément admet un symétrique, alors celui-ci est unique.

Preuve
Supposons que x ait deux symétriques y et z, alors z = zx(zxy) = (2*T)*xy = exy = y.
|
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— Définition 2.8

e Lorsque la loi x est une addition, le symétrique est appelé 'opposé.
L’opposé de x est noté —z.

e Lorsque la loi x est une multiplication, le symétrique est appelé I'inverse.

L’inverse de = est noté z 1.

e Lorsque la loi x est une composition, le symétrique est appelé la réciproque.
La réciproque de f est noté f1.

Reste a savoir ce qu’est une addition, une multiplication ou une composition...
C’est une question d’usage :

e L’addition et la multiplication®, sont souvent définies ’'une par rapport & I'autre.
Nous allons voir un peu plus loin la structure d’anneau qui est munie de deux
opérations. Celle qui forme le groupe est ’addition et 'autre la multiplication.
En général, on réserve I’addition aux opérations commutatives.

e Le terme de composition est utilisé & la place de la multiplication lorsque 1’on
traite d’applications.

Propriété 2.9 (Inversibilité du produit)

Soit £ muni d’une loi de composition multiplicative interne x et associative.
Soit (x, z') € E.
Si z et 2’ admettent tous deux des inverses (symétriques) dans F pour la loi *,

alors = x 2’ admet aussi un inverse dans F égal a 2’/~' x 1.

Preuve
On note ! et 2’71 les inverses respectifs de z et =’

/—1 -1

(wrx)x (@ P xxT ) =ax (@ v ) xa (associativité)

—1
=zx*(e)*x
—1
=zxz  =e.
On a de méme (z ') * (2" xz71) =e.
Ainsi ¢ « 2’ admet un inverse qui vaut z'~! x 1. [ |
Exemple

Ecrire la méme propriété en notation additive.

1. La somme est le résultat d’une addition, de méme que le produit est le résultat d’une multi-
plication.

- Définition 2.10 (Elément régulier)

Un élément a € FE est dit régulier & gauche pour la loi * interne et associative si
V(z,y) e E,axzx=axy=x=1y.

Il est dit régulier a droite si
V(z,y) e E,zxa=yxa=x=y.

Il est dit régulier s’il est a la fois régulier & gauche et a droite.

Explications

Un élément régulier est un élément que 1’on peut simplifier.

Un élément inversible (qui admet un symétrique) peut toujours étre simplifie. C’est
ce que l'on fait quand on résout une équation dans R : on ajoute 'opposé, ou on
multiplie par 'inverse afin d’isoler I'inconnue.

Par contre, ce n’est pas toujours possible lorsque I'objet n’est pas inversible : c’est la
difficulté avec les équations matricielles.

L’élément régulier offre un « entre-deux » : on peut simplifier méme si ce n’est pas
inversible. C’est le cas des polynémes non constants que I’on peut simplifier dans les
équations bien qu’ils ne soient pas inversibles.

Exemple
Un élément neutre est toujours régulier.

~ Définition 2.11 (Partie stable)

Soit F muni de la loi interne *.
Une partie E' C E est dite stable par *, si

V(z,2') € E', xx2' € F',

c’est-a-dire si la loi x est interne dans E’.

Exemple
Si E admet un élément neutre e pour la loi *, alors {e} est stable par *.



MPSI

https://molin-mathematiques.fr

3 GROUPES

~ Définition 3.1 (Groupe)

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi interne x tel que :
e la loi x est associative,
e (G contient un élément neutre e pour la loi *,
e tout élément z de G admet un symétrique pour *.

Lorsque la loi x est commutative, on dit que le groupe est commutatif, ou abélien.

En fonction des groupes étudiés, on adoptera parfois la notation multiplicative, parfois
la notation additive.

Les résultats sont les mémes, mais il faut étre a l'aise avec les deux notations.

Usage : on réserve la notation additive pour les lois commutatives.

Exemple (Groupes additifs)

e (N, +) n’est pas un groupe car ses éléments non nuls n’admettent pas d’inverse.

(

e (Z,+) est un groupe commutatif.

e (Q,+), (R, +) et (C, +) sont des groupes commutatifs.
(

M, p(K), +) est un groupe commutatif.

Exemple (Groupes multiplicatifs)
Pour avoir un groupe multiplicatif sur les ensembles de nombres, il est nécessaire
de retirer le 0 qui n’admet par d’inverse pour le produit.

e (Z*, x) n’est pas un groupe.
e (Q, x), (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs.

e (U, x), 'ensemble des nombres complexes de module 1, muni du produit est
un groupe commutatif.

e [’ensemble des rotations de centre O, muni de la loi de composition est un
groupe.

e (GL,(K), x) est un groupe non commutatif (n > 2).

Exemple (Un petit détour amusant)
Le but de cet exemple est de montrer que 'associativité et la commutativité
sont bien des notions distinctes. Les matrices donnent un exemple de loi qui est
associative sans étre commutative. L’idée ici est de trouver une loi commutative
mais non associative.

Plutot que de travailler avec les nombres, nous allons travailler avec des objets
beaucoup plus simples (il n’y en aura que trois) que 'on nommera p comme
« pierre », f comme « feuille » et ¢ comme « ciseaux ».

Sur cet ensemble, nous définissons une opération * inspirée du jeu « pierre-feuille-
ciseaux ». L’opération entre deux « actions » donne pour résultat le vainqueur?.
Par exemple, pour p x f, le résultat est f car c’est la feuille qui gagne contre
la pierre. Dans le cas ou les deux « actions » sont identiques, alors 'opération
renvoie 'action elle-méme).

On note M = {p, f, ¢}, Uensemble de travail. On peut alors résumer la loi avec
une table de Cayley :

P
p
f
P
p

B

Ce tableau se lit ainsi : pour calculer
on lit le résultat : px f = f.

Cela correspond bien au jeu : entre la pierre et la feuille, c’est la feuille qui gagne.
L’opération sur M est interne. En effet, V(x,y) € M?, zxy € M (le résultat
d’une opération est toujours un des trois éléments p, f ou c).

L’opération est clairement commutative : ¥(x,y) € M?, xxy = y*x (I'ordre n’a
pas d’importance entre les deux joueurs).

Par contre, cette opération n’admet pas d’élément neutre (tout élément agit de
fagon non triviale sur les autres) : la structure (M, *) n’est pas un groupe. On
dit que c’est un magma commutatif (une fagon de dire que ce n’est pas trés
ordonné... ).

Ce magma n’est pas non plus associatif.

Prenons un exemple :

* f, on prend la ligne p et la colonne f et

*(fxc)=pxc=0p et (pxf)*c=fxc=c.

On voit donc que

px(fxc)# (pxf)*c.

C’est simplement une fagon mathématique de dire que I'on ne peut pas jouer a
ce jeu a trois en méme temps.

Si on voulait avoir un élément neutre, il faudrait rajouter un élément qui perd a
chaque fois.

On pourrait 'appeler n de tel sorte que Vx € M :nxx = x.

Gréce a cet élément neutre, on peut construire un symétrique pour chaque élé-
ment de M en imposant que Vo € M, x xx = n.

Ainsi, chaque élément est son propre symétrique.

2. Honte & ceux qui ne connaissent pas ce jeu !
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On modifie donc les régles du jeu et on obtient une nouvelle table de Cayley :

Q=T 3 |F
Q=T 3|3
"V =3I
0 3 ==
S o oo

On n’est pas trés loin d'un groupe, mais il manque, encore et toujours
l’associativité !

~ Définition 3.2 (Sous-groupe)

Soit (G, %) un groupe.
Un sous-groupe de (G, x) est un groupe (G’, x) avec G’ une partie stable de G
pour la loi *.

— Théoréme 3.3 (Caractérisation des sous-groupes)

Soit (G, x) un groupe et G' C G.
(G', %) est un sous-groupe de (G, *) si, et seulement si

1. G’ contient 1’élément neutre de G.

2. Y(x, o) € (), zxa' " G

Remarques :

e On peut remplacer ¢ € G’ par G’ non vide, car alors le second point nous
donne e = zxz~! € G’ pour un certain .

e Le second point peut étre vérifié en deux étapes :

1. stabilité par produit,

2. stabilité par passage a 'inverse.

Preuve
Le sens direct est trivial.
Pour le sens réciproque,

Contient ’élément neutre par hypothése.

Contient 'inverse de tout élément (en prenant z = e).

’

e Stable par produit car si, (z, ) € (G')? alors, d’aprés le point précédent ¥ ed,
donc en appliquant la formule & (z, 2’ ), on obtient z 2’ € G'.
La loi est donc bien interne.

2

e [associativité est directement héritée de G.

Exemple
(Qi, ><) est-il un groupe ? Méme question pour R .
Solution :
Oui, ce sont des sous-groupes de (Q*, x) et (R*, X).

Exemple
. e " 2ikm
Montrer que I'ensemble des racines n-iémes de I'unité U,, = {e n } ﬂ |
keo,n—1

muni du produit est un groupe.

Exemple
Montrer que tout élément d’un groupe est régulier.
Solution :
Soit G le groupe (noté multiplicativement).
Soit x € GG, montrons que z est régulier.
Soient (y, z) € G? tels que zy = xz, alors en multipliant par z~
trouve y = z.
Ainsi z est régulier a gauche, on montre de méme qu’il est régulier a droite en multipliant
a droite par 7. Ceci prouve que x est régulier.

1 a gauche, on

Exemple
Montrer que si G’ est un sous-groupe de G, alors son complémentaire dans G n’en
est pas un.
Solution :
Il ne contient pas I’élément neutre.

~ Propriété 3.4 (Puissances)

Soit (G, x) un groupe (notation multiplicative).
Soit z € G.
On définit par récurrence les puissances de x avec

20 =e,

VneN, 2"t =g xx =z x 2™,

VneN, ™" = (aj_l)n = (a7,
On a alors :

e VxeG,VneZ, 2" €q.

e V(n,p) €Z, z"P =" x 2P.

A En général (x xy)™ # 2™ % y™ (sauf si G est un groupe commutatif).

Preuve

e (G est un groupe, donc il admet bien un élément neutre que l’'on peut noter e.
La définition de z° est donc correcte.

e On montre par récurrence sur n € N que z" € G et 2" xx =z x z".
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L’initialisation est immédiate.
Pour I’hérédité, z™ € G et © € G, donc 2" € G car la loi est interne.
De plus, 2" ™' xz = (zxz™) vz =z x (2" *2) =z (xx2") = zxz" T,
e Pour 7", on remarque déja que si z € G, alors 7! € G et d’aprés le résultat
précédent, pour tout n € N, (z71)" € G.
On montre ensuite ’égalité par récurrence.
Initialisation : v % =2 =e=e"' = (1:_1)
Hérédité : on suppose 1’égalité au rang n € N, alors (z"11) (x_l)n+l =xxz" %
(wil)n *x L
Et par hypothése de récurrence, (mfl)n = (ar:")f1 donc ™ % (wil)n = e et on obtient
donc (z") % (Jfl)nﬂ =zxexz ' =e
(on fait le méme raisonnement pour le calcul dans 'autre ordre).
Ceci prouve donc I'hérédité.

e Pour montrer que 2" P = z™ x zP, on procéde par récurrence sur p € N.
Pour p = 0, P’égalité et vraie pour tout n € Z car 2P = z° = e.
On suppose 1’égalité pour un rang p € N fixé, alors " P+! et on applique
I’hypothése de récurrence avec n+ 1 ce qui donne z" P! = g™t 2P = g™ sz % 2P =
z" x zPT1 en utilisant les résultats montrés aux points précédents.
Ceci prouve ’égalité pour tout p € N.

Pour p < 0, on passe simplement & l'inverse en utilisant les résultats déja démontrés.

- (x_l)inip = (a:_l)fn * (m_l)ip =z" xx2P.

— pntD+p
n+1

— Propriété 3.5 (Notation additive)

En notation additive, pour le groupe (G, +), la propriété précédente s’écrit :

0z =e.
VneN, (n+ 1)z =nx+z=1x+nz.
Vn € N, (—n)z = —(nx) = n(—x).

On a alors :
e VxreG,VneZ,nx €.

e V(n, p) € Z, (n+p)x =nx+ px.

Exemple
Soit P € K[X], on note E ’ensemble des racines de P dans K.
L’ensemble F, muni de la multiplication est-il un groupe 7
Ezercice relativement facile sur R, mais difficile sur C.
Solution :

e Analyse : Si P n’admet aucune racine, ce n’est pas un groupe car E est vide.
Donc P admet au moins une racine o € K.

— Sila| > 1, alors {a”, n € Z} forme une famille de scalaires deux a deux distincts
(modules distincts). Donc E qui contient cette famille (stabilité) est infini.
Donc P posséde une infinité de racines, donc P est nul.

— Si |a| €]0, 1], c’est la méme chose avec L € E.

— Si a = 0. Cela suppose que 0 soit inversible pour le produit.
Ce n’est évidemment pas le cas, car pour tout z € K, z x 0 = 0.
Mais on peut faire preuve d’audace et supposer que 0 = 1, pour obtenir
Iinversibilité. Il est alors immédiat que ’ensemble peut former un groupe a
la condition d’étre réduit & un seul point. Alors a = 0 est la seule racine
et P s’écrit sous la forme X" R avec n € N* et R un polyndéme sans racines.

Avant de traiter le cas || = 1, on peut rédiger une synthése partielle :

o Synthése « partielle » dans le cas |a| # 1.

— Si P est nul, alors 1 est ’élément neutre, mais 0 € E n’admet pas d’inverse,
donc F n’est pas un groupe.

— S’il existe n € N* et R € K[X] sans racines tel que P = X"R.
Alors E = {0} que l'on peut considérer comme un groupe d’élément neutre 0
pour la loi x.

e Conclusion pour le cas |a| # 1.

— Pour K = C on a nécessairement R = X\ € K* (ce qui est aussi suffisant).

— Pour K = R, R s’écrit sous forme de produit de polynémes de degré 2 a
discriminants strictement négatifs.

e Derniére situation : supposons qu’il existe une racine a de module 1.
D’aprés les derniers cas, on sait que toute racine est alors nécessairement de module 1.

— Si K =R, alors @« =1 ou @ = —1 et on peut écrire P = (X — 1)?(X + 1)R
avec (p, q) € N? et R sans racines.

* Si 1 est la seule racine, alors E = {1} qui est bien un groupe pour X.

* Si —1 est racine, 1 = (—1)? est aussi racine et F = {—1, 1} qui est bien un
groupe pour X.

On adoncp>1et g€ N.

— SiK =C, on note o = €.
Comme FE est stable par produit et qu’on suppose P non nul on a
donc {a”, n € Z} qui est un ensemble fini,
donc il existe p > ¢ tel que eP? = "9,
Donc (p — q)0 = 0 [27].
Ainsi 0 s’écrit sous la forme 6 = 25 (avec n = p — ¢ > 0).
Comme D'angle est égal a 27 prés, on peut choisir k € [0, n — 1] et également
supposer la fraction irréductible.

On sait que ¢ € E et pour tout u € Z, % € F par stabilité avec la puis-
sance.
Or k An = 1 (fraction irréductible) donc on peut trouver (u, v) € Z? tel

que ku + nv = 1, donc

i0u 2im ku 2im =00 2

e = e n = e n =—=en €8,

Ainsi E contient les racines n-iémes de l’unikté.
. L, . ; 2ikT
On voit que réciproquement, o = e = e n € U,.
Donc toute racine de P est nécessairement racine n-iéme de l'unité et si pour

n € N* fixé, une racine n-iéme est dans FE, alors toutes les racines n-iémes
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(pour le méme n) le sont aussi.
On peut donc écrire P sous la forme

P=X][(X—a)

aclU

ou U désigne une union finie d’ensembles U,, n € N* et pour tout a € U,

me = 1.

On peut noter U = Unel U,, avec I un sous-ensemble fini non vide de N*.

Reste a s’assurer que F est stable par produit. )

Cela suppose que sip € I et ¢ € I, alors pour tout (k, k') € Z* egm(%"_%) e k.
’ r!

En écrivant p = dp’ et ¢ = dg’ pour d = pAg, alors on obtient &' kqd:fl;/p eF

On a p’ Aq’ =1 et d’aprés Bezout, on peut donc choisir kg’ + k'p’ = 1 pour les

bonnes valeurs de k et k’.

On remarque alors que dp'q’ = pV ¢ € I, ainsi I doit étre stable par passage

au PPCM.

Mais, toute racine p-iéme de l'unité est aussi racine (p V g)-iéme de 'unité, de

méme pour les racines g-iémes et on a donc U, U U, C Upyg.

Ainsi, en prenant le PPCM de tous les éléments de I que ’on note n on obtient

que U = U,,.

Réciproquement, il est évident que cela convient et P s’écrit

P=Xx ] X -a)m

aceU,

avec A € C*, n € N* et pour tout a € Uy, mqo € N™.

~ Théoréme 3.6 (Groupe symétrique)

Soit X un ensemble non vide.

L’ensemble des bijections (permutations) sur X muni de la composition forme un
groupe, appelé groupe symétrique ou groupe des permutations

On le note Sx.

Son élément neutre est I’application identité.

Si X = [1, n], alors on note I’ensemble S,

Preuve

Idx € Sx, la composée de deux bijections est une bijection, et la réciproque d’une

bijection est une bijection.

Enfin, la composition est associative. |
Une fonction de n variable est dite symétrique, lorsqu’elle est invariante par permuta-
tion de ses variables. C’est la raison pour laquelle, le groupe correspondant aux dites
permutations est appelé groupe symétrique.

4 MORPHISMES DES GROUPES

— Définition 4.1 (Morphisme de groupes)

Soient (G, x) et (G', x) deux groupes (notés multiplicativement).
Soit f : G — G’ une application.
f est un morphisme de groupe, si, et seulement si

Y(z,2') € G% f(x xa2') = f(x)x f(z)).

~ Définition 4.2 (Endomorphisme)

Définition hors programme, mais usuelle.
Si G’ = G dans les notations de la définition précédente, alors on dit que f est un
endomorphisme (de groupe).

Remarque : 11 existe autant de type de morphismes que de structures algébriques.
Nous en verrons donc d’autres ailleurs.

C’est la raison pour laquelle, nous précisons que c’est un morphisme de groupes.
Cependant, lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur la structure concernée, on parlera
simplement de morphisme.

Explications

Un morphisme entre les groupes G et G’ est une application compatible avec les
opérations des groupes.

Ainsi, lorsque l'on réalise une opération sur G, cela revient & réaliser la méme opéra-
tion sur les images.

Les morphismes de groupes permettent en particulier de transporter la structure et
donc d’obtenir que des résultats démontrés sur G soient directement valables sur G’.

- Propriété 4.3

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe. Si e est I’élément neutre de G et €’ celui
de G, alors

o fle)=2¢.
e Vzed, f(z71) = (flx)™".

En utilisant les notations multiplicatives.

Preuve

o fle)=f(e*) =(f(e).
Or f(e) € G' admet un inverse, et donc en multipliant I’égalité du dessus par cet
inverse on obtient

e = f(e).
e Soitz € Ge' = flzz™")=f(z)f (z7") et e = fla™'a) = f(z7") f(a).
Donc f (z7') = (f(z))~ .
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|
Exemple
Soient G et G’ deux groupes (multiplicatifs) et e’ I’élément neutre de G'.
Soit f : G — G’, défini par
Vz € G, f(z)=¢.
Montrer que f est un morphisme de groupe.
Exemple
Soit f :Z — G’ un morphisme de groupes.
1. Montrer que la donnée de f(1) détermine complétement le morphisme.
2. En déduire tous les morphismes de groupes de Z dans (Q, +).
Propriété 4.4
’7La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupe.
Preuve
Soit f : F — G et g : G — H deux morphismes de groupes (on note les lois
multiplicativement).
V(z, 2') € F?,
go f(az') = g (f(za")) = g(f(2)f(z") = g(f(2))g(f(z") = (g o f(z)) (g0 f(z')).
|

~ Définition 4.5 (Noyau et image)

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
On note €’ I’élément neutre de G’.

e L’image de f, notée Im (f) est 'image directe de G par f :
Im (f) = f(G) = {f(z), z € G} CG".
e Le noyau de f, noté ker(f) est 'image réciproque de {e'} par f :

ker(f) = f7'({¢'}) = {z € G, f(z) =€’} C G.

— Théoréme 4.6

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe.
ker(f) et Im (f) sont des sous groupes respectifs de G et G'.
Plus généralement, si

e H est un sous groupe de G alors f(H) est un sous groupe de G'.

e H’ est un sous groupe de G’ alors f~1(H’) est un sous groupe de G.

Preuve
On montre directement le cas général.
L’image est le noyau n’en sont que des cas particuliers. En effet Im (f) = f(G) avec G
sous groupe de lui-méme et ker(f) = £~ ({¢’}) ou {¢} est bien un sous groupe de G’.

e On considére donc H sous groupe de G.
Montrons que H' = f(H) est un sous-groupe de G'.
Il est tout d’abord évident que H' C G’ par définition de f.

— e € H, car c’est un sous groupe de G et f(e) = ¢, donc ¢’ € H'.

— Soit (y,y’) € H'?, alors par définition de H’, il existe (z, 2’') € H? tel que
y = f(z) et y = fz"). - L

e H (groupe) et f (wa'™) = f(@) (@)

“l=f(zz7") € f(H)=H'

Or zx’ ! (morphisme de groupes).

Donc yy’

H'’ est donc bien un sous groupe de G’.

e On considére a présent H' que 1’on suppose un sous groupe de G’ (sans lien avec les
notations utilisées pour la preuve de 'image directe), et on note H = f~'(H’).
Montrons que H est un sous-groupe de G.

11 est déja évident, par définition, que H C G.

— f(e) =€’ € H car H' est un sous-groupe de G’ et f un morphisme de groupes.
Donc e € f~!(H') = H.

— Soit (z, ') € H.
Par définition f(z) € H' et f(2') € H' donc f (za’'~") = f() (f@) ' e H
donc zz'~! € H.

Ce qui prouve donc bien que H est un sous groupe de G.

Théoréme 4.7

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
f est injectif si, et seulement si ker(f) = {e}.

Ou e désigne I’élément neutre de G.

Preuve

Si f est injective, alors €’ I’élément neutre de G’ admet au plus un antécédent par f.

Or f(e) = ¢, donc e est 'unique antécédent de e’ par f.

Donc ker(f) = {e}.

Réciproquement : si ker(f) = {e} alors on considére (z, z') € G? tel que f(z) = f(z).

Ainsi f(z) (f(z') " = ¢ donc f (z2'~") =€

Donc za’~! € ker(f) = {e} donc 2 = z’ ce qui prouve bien que le morphisme est injectif.
| |
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— Définition 4.8 (Isomorphisme)

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe.

f est un isomorphisme (de groupe) si f est bijective.

Hors programme, mais d’usage courant :

Si de plus, f est un endomorphisme de groupes, alors on dit que f est un auto-
morphisme.

On note Aut(G) ensemble des automorphismes sur G.

Exemple
L’application identité de G — G est un isomorphisme de groupe.
Comme le groupe de départ et le groupe d’arrivée sont les méme, on peut dire
que c’est un automorphisme.
A Pour montrer que f est un isomorphisme, il ne suffit pas en général de montrer que
I’application est bijective. Il ne faut pas oublier de montrer que c¢’est un morphisme.

Propriété 4.9

Si f : G — G’ est un isomorphisme, alors sa réciproque, f~! est aussi un isomor-
phisme.

Preuve
Ce n’est pas le caractére bijectif de f~' qui nous intéresse ici (c’est une trivialité), mais
le fait que f~! soit lui-méme un morphisme de groupes.
Soit (y, ¥') € (G")?, alors, f (f ') f (W) =F (W) f (@) =wy.
Donc f~!(y)f~1(y') est un antécédente de yy’ par f, et par injectivité de £, il est donc
égal & f~(yy'), ce qui prouve bien que

') =)t w).

Méthode

Pour montrer qu'un endomorphisme d’un groupe fini est un automorphisme, il

suffit de montrer qu’il est injectif : son noyau est réduit a I’élément neutre.

Exemple (Fondamental)
Soit G un groupe, et g € G. On définit

I G —- G
g z = grg L

1. Montrer que f; est un automorphisme.

2. Montrer que ¢ : g — f,; définit un morphisme entre le groupe G et le groupe
symétrique Sg.

3. On note Z l'ensemble des g € G tel que 'automorphisme f, correspondant
soit I'application identité.

Montrer que Z est un sous-groupe de G.
Comment décrire simplement ses éléments 7

Solution :

1. f est un morphisme, car V(z, y) € G?, f(zy) = gryg~" = gzg 'gyg" = f(2)f(v).
Vg€ G, gt €Get fq-1 est clairement le morphisme réciproque de f. Donc f est
un isomorphisme.

2. Y(g, ¢') € G*,Vx € G,
0l99") (@) = g9’z (99)) " = g9'zg' " g = gfy (@) = fy 0 [y (@).

On a donc ¢(g9") = ¢(g) o ¢(g’).

3. On remarque que Z = {g € G,Vz € G, gxg~ " =2} = {g € G, ¢(g) = 1d} = ker(p).
Z est donc un sous-groupe de G.
De plus, g € Z <= Vx € G, gx = zg.
Ainsi Z est 'ensemble des éléments qui commutent avec tous les autres. On dit
que Z est le centre de G.

5 ANNEAUX ET CORPS

~ Définition 5.1 (Anneau)

(A, 4+, X) est un anneau si
1. (4, 4) est un groupe commutatif.
2. La loi x vérifie :
(a) x est une loi interne : V(x,2') € A%, x x 2’ € A,
(b) x est associative : ¥(z,2',y) € A%, (x x ') x y =z x (' x y),
(c) x est distributive par rapport a + :
V(x, ' y) € A3,
(x+2)xy=zxy+a' xyetyx(z+2)=yxax+yxa.
x admet un élément neutre (souvent noté 1 ou 14) et appelé élémen
d dmet élé t t t noté 1 1 t 1é élé t
unité :
Vee A, x X1y =1, Xxx =1x.

Si, de plus x est commutative, alors, 'anneau est commutatif.
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— Définition 5.2 (Corps)
(K, 4+, X) est un corps (commutatif) si
1. (K, +, x) est un anneau commutatif non réduit a {0} .

2. tout élément de K* = K \ {0} admet un symétrique pour la loi x.

Ve e K\ {0}, 32’ € K, tel que z x 2’ = 1.

2’ est appelé 'inverse de z et noté z—! = %

Remarque : Pour utiliser la notation % et travailler avec des fractions, il est nécessaire
que l'opération soit commutative.

Dans le cadre du programme, tout corps est supposé commutatif.

On verra plus loin que la condition K # {0} peut s’écrire aussi O # 1k.

Exemple

Z,+, x) est un anneau (commutatif).

Q, +, X) est un corps.

My (R), 4+, x) est un anneau (non commutatif).

R, +, X) est un corps.

[ ]
o~ o~ o~ o~ —~

C,+, x) est un corps.

~ Propriété 5.3 (Regles de calcul)

Soit (A, +, X) un anneau.
V(a, b) € A2,

1. 04 est absorbant : a x 04 =04 X a=204.
2. —a=(—1la) xa=ax(—14).

3. ¥n € Z,n(axb)=(na) xb=ax (nb).
4. (—a) x (=b) =a xb.

Preuve

1. aXOA:aX(0A+0A):a><0A+aXOA.
Donc en soustrayant a x 04, on obtient le résultat voulu.
2. a+(71A ><a):1A ><a+(7114) Xa:(lflA) X a=04.
On a donc bien —14 X a = —a.
3. On montre d’abord la propriété par récurrence sur n € N.
Initialisation : pour n = 0, on a 0(ab) = 04 car on a montré que 04 est absorbant.
Or (0aa) x b=04 x b= 04 et de méme a x (04b) = 04 ce qui donne donc 1’égalité

cherchée.
Hérédité : on suppose la relation vraie au rang n € N.
Alors (n+1)(a x b) =n(a xb)+axb (n+lx=nzx+xaveczx=axb
= (n )><b+a><b H.R.
= (na+a) x distributivité
=((n+1)a) xb
De méme (n+1)(a xb) =n(axb)+axb
=ax(nb)+axb H.R.
=a X (nb+b) distributivité
=ax ((n+1)b)
Ce qui prouve bien I’hérédité.
La propriété est donc vraie pour tout n € N.
Pour —n < 0, on écrit :

(n+ 1)z = nx + x avec = = a.
(n+1l)z=nx+zxavecx=axb

(n+ 1)z =nz+x avec z = b.

(- )(axb) —(n(a x b) (—=n)z = —(nx) avecx =a x b
—((na) x b) cas précédent n > 0
:(—( a) x b) car (—z) Xy + (z xy) =0
= ((=n)a) x b car —nx = (—n)z.

On fait de méme avec b.

4. On utilise les points précédents : (—a) X (—b) = —(a X (=b)) = —(—(a x b)) = a X b.

Exemple
Un anneau A contient donc au moins 0 I’élément neutre du groupe, et 1 I’élément
unité (neutre du produit).
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que 0 # 1.
Solution :
Si 0 = 1, alors d’aprés le caractére absorbant du 0, pour tout x € A, x = 1 Xz =
0xz=0.
Donc A = {0}.
La réciproque est évidente (on vérifie bien que {0} est un anneau).

Définition 5.4 (Anneau intégre)

On dit qu'un anneau non nul (A, +, x) est intégre, s’il est commutatif et si

V(z,2') € A%, xx a2’ =04 =>2=04 0uz’ =04

Exemple
(Z, +, x) est un anneau intégre.
(R[X], 4+, x) est aussi un anneau intégre.
(M, (R), +, X) est un anneau non intégre (n > 2).
Tout corps est un anneau integre.

Exemple (A connaitre)

Montrer que tout anneau fini intégre est un corps.
On appelle anneau fini, un anneau qui ne contient qu’un nombre fini d’éléments.
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Solution :
Solution : C’est simplement K \ {0k } muni du produit.
Cela revient & montrer que tout élément non nul de I’anneau admet un inverse. ) )
Soit € A*, on considére E = {z x #’, pour 2’ € A}. — Propriété 5.6 (Binome de Newton et formule de Bernoulli)
FE est un sous-ensemble de A car X est une loi interne. Les éléments de E sont deux a .
o . , " ) y Soit (A, +, X) un anneau.
deux distincts. En effet si o x 2’ =2 x 2", alors z X 2’ —z x 2" = 0 (A4 est un groupe . o .
. 1 - Soient a, b € A deux éléments qui commutent.
pour la loi 4, donc les éléments admettent un symétrique).
Et par distributivité = x (z' —z”) = 0. vn €N,
Or I'anneau est intégre et x # 0, donc 2’ — 2" = 0, donc =z = 2”. " n
Ainsi E contient autant d’éléments que A et il est inclus dans A. (a+b)" = Z n alcbn—k7 "t pntl (a—b) Z akpn—Fk
Donc E = A. P k —
En particulier 1 € E, donc 3z’ € A tel que = x 2’ = 1. — —
Donc z admet un inverse dans A.
Autre rédaction : Preuve
Pour x # 01, on définit 'application Méme preuve que sur R. m

A = A
Yo Yy = x Xy

2 est injective (par régularité de x) entre deux ensembles finis de méme cardinal, donc
elle est surjective.

On en conclut qu’il existe y € A tel que ¢(y) = 1, donc y = =~
I’existence de l'inverse.

1 ce qui prouve bien

Remarque : Pour n > 2, (R,[X],+, x) n’est pas un corps, bien qu’il soit intégre.

Théoréme 5.5 (Groupe des inversibles)

Soit (A, +, X) un anneau.
On note A* I'ensemble des inversibles de A.
(A*, x) forme un groupe, appelé groupe des inversibles.

Preuve
e 14 est inversible, car 14 X 14 = 14. C’est I’élément neutre.
e On a vu que le produit de deux inversible est inversibles (donc la loi est interne).
e La loi est associative par héritage.

e Par définition, tout élément de A* est inversible dans A*.

Exemple
Le groupe des inversibles de (R, +, x) est (R*, x) avec R* =R\ {0}.
On voit donc que la notation est cohérente.

Exemple
Le groupe des inversibles de .#,(K) est GL, (K).

Exemple
Déterminer le groupe des inversibles d’un corps.

~ Définition 5.7 (Sous-anneau)

Soit (A, +, X) un anneau.
Un sous-anneau de (A, +, X) est un anneau (A4’, +, x) avec A’ une partie stable
de A pour les lois + et x.

~- Théoréme 5.8 (Caractérisation des sous-anneaux)

Soit (A, +, x) un anneau et A" C A.
(A’, +, X) est un sous-anneau de (A, +, X) si, et seulement si

1. A’ contient 1’élément unité de A,
2. A’ est stable par différence : V(z, 2') € (A')*, z — 2’ € A/,

3. A’ est stable par produit : V(z, ') € (A")*, z x 2/ € A’

— Définition 5.9 (Morphismes d’anneauz)

Soient (A, 4, x) et (A’, +, ><) deux anneaux.

Soit f : A— A

f est un morphisme d’anneaux si, et seulement si f est compatible avec les deux
opérations sur ’anneau :

e f est un morphisme de groupes entre (A, +) et (A’, —i—) :
o V(z, 2') € A% flx x2') = f(x)xf(a).
o f(la)=14.

ou de fagon équivalente :

Wz, o) € A%, fa+a') = fa)+f (@), floxa’) = F@)%f@), et f(1a) = L
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Remarque : Pour un morphisme d’anneaux, on a besoin de vérifier I'image de I’élément
unité, contrairement au morphisme de groupe ot I'image de I’élément neutre s’obtient
comme conséquence.

Cela vient du fait que les éléments ne possédent en général pas d’inverse pour la loi
multiplicative.

~ Définition 5.10 (Morphisme de corps)

Soient (k, +, x) et (k’, +, x) deux corps.

Soit f 1k — K.

f est un morphisme de corps si, et seulement si c’est un morphisme entre les
anneaux k et k'.

C’est équivalent au fait que ce soit un morphisme de groupe pour les deux lois
(additive et multiplicative) du corps.

Remarque : Ici, on n’a pas besoin de vérifier f(1;) = f(1x/), méme si ce n’est pas
faux.

- Propriété 5.11
3 ) M 9
e [’image d’un anneau par un morphisme d’anneau est un anneau.

e L’image réciproque d’'un anneau par un morphisme d’anneau est un anneau.

e [’image d’un corps par un morphisme de corps est un corps.

e L’image réciproque d’un corps par un morphisme de corps est un corps.

Preuve
Comme pour le groupe. |

Exemple
Soit A un anneau.

f Z — A
’ k — /{JlA.
1. f est un morphisme d’anneau.
2. f(Z) est le plus petit sous-anneau de A.

3. Si A est fini, alors f n’est pas injectif.

Solution :

1. On remarque déja que Z est un anneau pour les lois usuelles.
Yk, k)€ Z? f(k+ k)= (k+k)a=kla+ k14 = f(k)+ f(K).
De méme f(kk') = f(k)f(K').

2. f(Z) est 'image d’'un anneau par un morphisme d’anneau, donc est lui-méme un
sous anneau de A.

Si A’ est un sous-anneau de A alors, A’ contient 14, donc par stabilité par somme,
A’ contient Z14 = f(Z).
Ce qui prouve bien que f(Z) est le plus petit sous-anneau de A.

3. Si f est injectif, alors f(Z) est infini, donc A qui contient f(Z) est lui-méme infini.
On obtient donc la propriété énoncée par contraposée.

A ker f n’est pas un sous-anneau de I'anneau se départ.

En effet, {0} n’est pas un anneau, mais seulement en groupe, et ker f est bien un
groupe, mais pas un anneau (1 & ker f).

Ce groupe a cependant des propriétés assez fortes que l'on a rassemblées sous la
définition d’idéal. Notion qui sera étudiée en deuxiéme année.
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