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VARIABLES ALEATOIRES FINIES

Les applications numériques peuvent se faire a la calculatrice.
1 POUR COMMENCER

Exercice 1 (*)
On propose le jeu suivant :
Pour pouvoir jouer, il faut d’abord verser 1€, puis on jette deux dés simultanément.

e Sil'un des dés au moins présente un chiffre impair, on ne gagne rien.
e Si les dés présentent deux chiffres pairs différents, on gagne 1€.

e Enfin, si les dés présentent le méme chiffre pair, on gagne une somme égale au
total des points des deux dés.

Ce jeu est-il équitable ?

Exercice 2 (*) (Prédictions)

Madame Irma affirme qu’elle peut prédire le sexe des enfants a naitre. Elle demande
5€ pour cette prédiction. De plus, en cas de prédiction erronée, elle s’engage a
rembourser intégralement la somme pergue.

Si madame Irma trouve 1000 clients, quel gain moyen peut-on lui prédire ?

2 EXERCICES TYPES

Exercice 3 (**) (Le bonneteau)

On dispose de n gobelets (opaques) mis a l'envers devant soi. Un billet se trouve sous
I'un d’eux.

On retourne les gobelets un & un jusqu’a trouver le billet.

Quelle est la probabilité de trouver le billet au k-iéme essai 7

Exercice 4 (**) (Transmission bruitée)

Une information est transmise sous forme d’une suite de 0 et de 1. L’existence d’'un
bruit lors du transport peut transformer un 1 en 0 et vice-versa avec une probabilité
1 — p. Le bruit agit de facon indépendante sur chaque caractére de la suite.

Pour se prémunir des effets du bruit, on transmet trois fois le méme message. A
la réception, s’il y a une majorité de 1, on considére que l'information est 1, sinon
c’est 0.

1) Pour un message avec un seul caractére,

(a) quelle est la probabilité que la réception soit juste 7

(b) A quelle condition sur p, la fiabilité de réception est-elle meilleure avec un
triple envoi qu’avec I’envoi simple ?

2) Pour un message a n caractéres, quelle est la probabilité que le message soit
juste ?

3) Quel est le nombre moyen de caractéres justes a la réception pour une suite de
n caractéres.

Exercice 5 (**)

On s’intéresse a la proportion de personnes dans le monde qui vivent sous le seuil de
pauvreté. On note p cette proportion.

Pour évaluer p, on sonde un nombre n de personnes prises au hasard et on obtient
un nombre X de réponses favorables. On veut savoir combien de personnes on doit
sonder pour réduire notre marge d’erreur dans ’estimation de p.

Donner une valeur de n a partir de laquelle la probabilité de I’événement { |% — p| > 0, 05}

est inférieure a 10% ?
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3 ENTRAINEMENT

Exercice 6 (*)

1
Soit X ~ AB(n, €]0,1], Y=—+—_.
ol (n,p) avec p €]0, 1], on pose T x
1) Donner la loi de Y.
2) Montrer que E(Y) = n}H 1_1‘1:1;17 avecq=1—p

Exercice 7 (*)

Un sac contient n jetons (n > 17) dont 5 rouges et 10 blancs. Les autres sont verts.
Un joueur tire un jeton au hasard.

S’il est rouge, il gagne 5€ ; s’il est blanc, il perd 3€ ; s’il est vert, il effectue un
nouveau tirage sans remettre le jeton.

Si le second tirage donne un jeton rouge, il gagne 4€, s’il est blanc il perd 1€, s’il est
encore vert la partie est nulle et s’arréte.

Soit X la variable aléatoire associée au gain algébrique du joueur.

1) Etablir en fonction de n la loi de probabilité de X.

2) Calculer E(X). Pour quelle valeur de n, le jeu est-il équitable ?

Exercice 8 (**)
Une urne contient six boules numérotées de 1 & 6. On en tire trois simultanément.
Soit X la variable aléatoire égale au plus petit des nombres obtenus.

1) Etablir la loi de X.
2) Calculer E(X), V(X) et o(X).

Exercice 9 (**) (Planche de Galton)

La planche de Galton est une planche sur laquelle sont plantés des clous suivant un
schéma pyramidal.

On fait tomber des billes qui ont pour chaque clou, autant de chance de passer a
droite qu’a gauche.

En bas de la pyramide, chaque bille remplit un tube en fonction de la colonne d’arrivée.

0 1 n—1 n

On numérote de 0 a n (de gauche & droite) les tubes en bas de la pyramide.
On note X la variable aléatoire correspondant au tube d’arrivée de la boule.

1) Exprimer la valeur de X en fonction du trajet suivi par la boule, en déduire la
loi de X.

2) Donner E(X), V(X).

Exercice 10 (**)

Une urne contient b boules blanches, n boules noires.

On effectue des tirages successifs. Aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans
I'urne en y rajoutant a boules de la méme couleur.

On répéte 'expérience a chaque tirage.

Pour tout ¢ > 1 on note X; la variable de Bernoulli qui détermine si la boule tirée au
rang ¢ est blanche.

2
On considére pour p > 1 la variable aléatoire Z,, définie par : Z, = ) Xj.
i=1

Que représente la variable Z,, 7 Donner 'univers image Z, (2) de Z,.

Donner la loi de X; et son espérance E(X7).

)
)
3) Déterminer la loi de X5 et son espérance E(X5).
) Déterminer la loi de probabilité de Zs.

)

Soit p > 1,

(a) Déterminer Pz —(X,41 = 1) pour k € Z, (Q).
(b) En déduire que
b+ aE(Zy)

P(Xp+1 - 1) = b+n+pa
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(c) En déduire que les variables X, suivent toute une méme loi de Bernoulli.

Indication : On raisonnera par récurrence forte sur p.

6) Retrouver le méme résultat par récurrence a ’aide des probabilités totales suiv-
ant X;.

7) (a) Pourp,q € N, déterminer la probabilité d’obtenir d’abord p boules blanches
puis g boules noires.

(b) Déterminer la probabilité d’obtenir exactement p boules blanches en p + ¢
tirages.

(¢) Préciser cette valeur pour b = n = a.

Exercice 11 (**%*)

On effectue des tirages avec remise dans une urne contenant n boules numérotées de
1an.

On définit une suite (U;);en+ de variables aléatoires avec U; = 1 et pour ¢ > 2,

e U; =1 si au i-éme tirage, on obtient un numeéro qui n’a été obtenu a aucun des
i — 1 tirages précédents,

e U; =0, sinon.
Pour ¢ > 1, on définit 7T; la variable aléatoire égale au numéro obtenu au i-éme tirage.
1) Donner la loi de Us.

2) (a) Pour i > 1, donner la loi de T;.
(b) A l’aide des probabilités totales, montrer que

n

Vie {2, - ,n},PU =1)= (”_1)i_1.

(Vérifier que la cette formule reste valable pour i = 1.)

Pour tout entier k¥ > 2, on note Vi (n) la variable aléatoire égale au nombre de
numéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages.

3) (a) Exprimer Vi(n) en fonction des variables Us.
(b) En déduire l'espérance de Vi (n).
(¢) Calculer les limites ngl}rloo E(Vi(n)) et kEI—iI-loo E(Vi(n)).

Interpréter.

Exercice 12 (***) (QCM a un examen)

Un candidat doit passer un test par QCM comprenant 20 questions. Pour chaque
question, le candidat a le choix entre deux réponses : une bonne et une mauvaise.
Les régles de notation sont les suivantes : une bonne réponse rapporte 1 point, une
mauvaise réponse —1 point et une question laissée sans réponse rapporte 0 point. Le
candidat est recu s’il obtient au moins 10 points.

On suppose que le candidat connait avec certitude les réponses aux 9 premiéres ques-
tions, mais n’a aucune idée des réponses aux 11 questions restantes.

Il choisit de répondre & k réponses parmi celles-ci.

1) Donner la probabilité qu’il soit regu si k =1, si k = 2.

2) On suppose k impair.

k
(a) Montrer que Z <k> = okt

1
—
(b) Donner la probabilité que le candidat soit recu.
3) Si k pair, donner la probabilité que le candidat soit re¢u (en fonction de k).

4) En déduire la meilleure et la pire stratégie pour le candidat.

Exercice 13 (CCINP 109)

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux boules
noires numérotées 1 et 2.

On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule
blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule
numérotée 1.

1) Déterminer la loi de X.

2) Déterminer la loi de Y.
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4 APPROFONDISSEMENT

Exercice 14 (**%*)
On lance 6000 fois un dé et on obtient 1105 fois le nombre 6. Est-ce normal ?

Exercice 15 (**%*)

Dans ce jeu, vous étes face a votre adversaire, autour d’une table. Chacun des deux
joueurs doit initialement cacher ses mains sous la table, puis, brusquement, montrer
I'une des deux.

Si chacun a montré la main droite, votre partenaire vous donne 3€.

Il vous en donne 2 si chacun a montré la main gauche.

Si, par contre, vous montrez la main droite et lui la gauche, donnez-lui 1€,

et si enfin, vous montrez la main gauche alors qu’il montre la droite, donnez-lui 4€.
Si vous jouez de nombreuses fois a ce jeu avec astuce (mais sans tricher), vous pouvez
étre stir de gagner de I'argent.

Comment procédez-vous 7
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COUPLES ET VECTEURS DE VARIABLES ALEATOIRES

1 MISES EN SITUATION

Exercice 16 (**)

1) On lance deux dés normaux, on note X; et Xo leur résultats respectifs et X =
max(X1, X5).
(a) Déterminer la fonction de répartition de X sans calculer sa loi.
(b) En déduire la loi de X.
(¢) Obtenir la loi de X directement par disjonction des cas selon les valeurs de

X1 et XQ.

2) De méme avec 3 dés, donner la loi du maximum des trois.

Exercice 17 (*¥*)
Dans une urne qui contient n jetons numérotés de 1 & n, on tire successivement (sans
remise) deux jetons. On note X; le premier numéro, et X» le second numeéro.

1) (a) Décrire I'univers image du couple (X7, X5).
(b) Donner la loi du couple (X7, X5).

(c)
(d)

Calculer la covariance Cov (X7, X2).

Les variables aléatoires sont-elles indépendantes.
2) On note X = min(X;, Xs5) et Y = max(X7, Xa).

(a) Déterminer les lois marginales de X et de Y.
(b) Donner l'univers du couple (X,Y).

(c) Déterminer la loi conjointe de (X,Y). Vérifier que 'on retrouve bien les
lois marginales a partir de la loi conjointe.

3) Onpose Z=Y — X.

(a) Déterminer I'univers image de Z.
(b) Déterminer la loi de Z.

Exercice 18 (*)

Un Boeing 787-8 transporte 230 passagers et leurs bagages. Il pése 190 tonnes sans
passagers ni bagages mais avec I’équipage et plein de carburant.

William, son commandant de bord, nous indique que les consignes de sécurité inter-
disent le décollage si le poids de ’appareil dépasse 220 tonnes. Les 230 places ont été
réservées et on sait que le poids d’un passager suit une loi d’espérance 68kg et d’écart
type 10kg.

On admet que le poids des bagages suit une loi d’espérance égale a 18kg et d’écart
type Tkg et que ces variables sont indépendantes.

1) X est la variable aléatoire égale au poids de 'appareil lors du décollage, calculer
E(X) et gx.

2) Déterminer un majorant de la probabilité que Pappareil n’ait pas 'autorisation
de décoller.

Exercice 19 (**)

Une urne U; contient n boules numérotées de 1 & n.

Une urne U; contient des boules dont une proportion p de boules rouges.

On tire au hasard une boule dans U; et on note X la variable aléatoire égale au
numéro tiré.

On tire ensuite, autant de boules dans I'urne U (avec remise) que le numéro obtenu
pour X. On note Y le nombre total de boules rouges obtenues.

1) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

DN

) Déterminer la loi de Y sachant [X = k].
3) Déterminer la loi du couple (X,Y).
4)

Que vaut la covariance Cov (X,Y) ?

Exercice 20 (**)

On dispose de n boites numérotées de 1 & n. La boite numéro k contient k boules
numérotées de 1 & k. On choisit au hasard une boite, puis une boule dans cette boite.
Soit X le numéro de la boite et Y le numéro de la boule.

Donner la loi conjointe du couple (X,Y).
Calculer P (X =Y).
Calculer I'espérance de Y.

Calculer Cov(X,Y).
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2 EXERCICES THEORIQUES

Exercice 21 (*)
Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli de
parametre p.

1) Donner 'espérance de leur somme.

2) Donner lespérance de leur minimum.

Exercice 22 (*)

Soit X dont la loi est donnée par P(X =0)=1/6,P(X =1)=P (X =—-1)=1/4 et
P(X=2=P(X=-2)=4¢.

On pose Y = X2,

1) Donner la loi du couple (X,Y). En déduire la loi de Y.

2) Calculer Cov (X,Y).
Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

Exercice 23 (*¥*)

Soit n € N*, et X une variable aléatoire qui suite une loi uniforme sur [1,n]. On
pose Y = (X +1)2

Calculer Cov(X,Y).

Exercice 24 (*¥*)
Soient X et Y deux variables aléatoires qui suivent des lois de Bernoulli de paramétres
respectifs p; et ps.

1) Montrer que X et Y sont indépendantes si, et seulement si, [X = 1] et [V = 1] sont
indépendants.

2) En déduire que les variables sont indépendantes si, et seulement si elles sont
décorrélées.

Exercice 25 (**) (classique)
Soit n € N*.
On considére une suite (X;);cp; ) de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes.
On pose X = min (X;) et Y = max_ (X;) et
i€[1,n] i€[1,n]

1) Sl existe p €]0, 1] tel que pour tout i € [1,n], X; — B (p).

(a) Déterminer les lois de X et de Y.
(b) Donner les espérances E(X) et E (V).

2) S’il existe N > 2 tel que pour tout i € [1,n], X; — % ([1, N]) (la loi uniforme
sur [1, N]),

(a) Déterminer les lois de X et de Y.

(b) Montrer que X et N + 1 —Y suivent la méme loi. En déduire ’espérance
de X +Y.

Exercice 26 (**)
Soit (X,,), une suite de variables aléatoires de Bernoulli de méme paramétre p et
indépendantes.

1) Pour n € N, on pose Y,, = X, X,,+1, déterminer la loi de Y,,, son espérance et sa
variance.

2) Soit (i, j) € N2, calculer Cov(Y;,Y;).

Exercice 27 (**)

Soilent 0 <p<letg=1—p.

(X,)n est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli
de paramétre p.

Pour k € [1,n], on note Y3 = Xj + Xp41.

1) Calculer pour k € [1;n], Cov(Yy, Yii1)

2) Montrer que 0 < Cov (Y, Yii1) < 2

)
3) Calculer pour tout 1 < k < £ < n, Cov(Yy,Ye)
)

4) (*¥**) Soit e > 0 fixé, montrer que

1 n
lim P ’f Y.—2’ —0.

Exercice 28 (**)

Soit X une variable aléatoire d’espérance m et de variance o inconnues. On dispose
d’une suite de variables aléatoires (X,,) mutuellement indépendantes et toutes
de méme loi que X.

Pour 6 un paramétre li¢ a la loi X (par exemple son espérance ou sa variance), on
dit qu’une variables aléatoire #,, obtenue & partir de X, Xo, - - - X, est un estimateur
sans biais de 0 si, E(0,,) = E(0).

1) Onpose M, =137 | X;.
Montrer que M,, est un estimateur sans biais de ’espérance de X.

2) OnposeT, =157 (X, — m)?.
Montrer que T), est un estimateur sans biais de la variance V(X).

neN?



MPSI

https://molin-mathematiques.fr

3) (***) On pose T, = 2 S0_ | (X — M,)°.
Montrer que T}, est un estimateur de V(X)) avec biais, et en déduire un estimateur
sans biais simple de V(X) qui n’utilise pas la valeur de m.

Exercice 29 (**¥*)

1) Soient X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {—1, +1}.
Montrer la propriété suivante : Pour tout triplet (a,b,c) € {—1,+1}%,
P[yzb] (X =an Z = C):P[yzb] (X = a) P[yzb] (Z = C)

2) Comment construire un triplet (X,Y,Z) de variables aléatoires a valeurs dans
{—1,+1}, non indépendantes, telle que la propriété soit satisfaite avec

P(X=aetY=betZ=c¢)>0

pour tout triplet (a,b,¢) € {—1,+1}* ?
Indication : On pourra par exemple choisir la méme expression pour les lois
conditionnelles de X sachant Y = b et de Z sachant Y = b.

Exercice 30 (Marche aléatoire)
Une puce se déplace aléatoirement dans le plan suivant le protocole suivant :

e A l'instant 0, elle se trouve au point (0, 0).

e A chaque instant, elle effectue un déplacement de longueur 1 dans 1'une des quatre
directions suivante (choisie au hasard) : est, ouest, nord ou sud.

Pour n € N, on note X,, ’abscisse de la puce, Y,, son ordonnée et Z,, sa distance a
l’origine.

1) Pour tout n € N, déterminer ’espérance et la variance de X,,.
2) Déterminer de méme, E (Y;,) et V (Y},).

3) Calculer E (Z2).

4) Montrer alors que pour tout n € N, on a |[E(Z,,)] < v/n.

3 CCINP

Exercice 31 (CCINP 95)
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1) Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire
tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2) Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font sans remise.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y.

Exercice 32 (CCINP 98)

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspon-
dants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour
chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p (p € |0, 1]).
Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1) Donner la loi de X. Justifier.

2) La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des
n — X correspondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la premiére série
d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre de personnes
jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X = ).

(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le
parametre.
Indication :

on pourra utiliser, sans la prouver, 1’égalité suivante : < )< ) =

46 o

(¢c) Déterminer 'espérance et la variance de Z.
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Exercice 33 (CCINP 99)

1) Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2) Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme
loi et telles que Vn € N, Y,, € L?. On pose S,, = zn:Yk.
Prouver que : =

V(Y1)

Va €10, +00[, P <‘5;: -E()

2@) <
na

3) Application: On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans
une urne contenant 2 boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la pro-
portion de boules rouges obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ou
Y; mesure lissue du ™€ tirage.

Exercice 34 (CCINP 104)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une boite formée de trois comparti-
ments identiques également numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui & chaque expérience aléatoire fait correspondre le
nombre de compartiments restés vides.

1) Préciser les valeurs prises par X.

2) (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3) (a) Calculer E(X).

(b) Déterminer lim E(X). Interpréter ce résultat.

n——+00
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